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Chapitre 0

Introduction



Introduction

L’ objectif du cours Méthodes mathématique pour la physique est de présenter les définitions
et les propriétés d’un certain nombre de fonctions spéciales définies par des intégrales large-
ment utilisées dans différents domaines de la physique.

Le polycopié comprend sept chapitres et une bibliographie.

Dans le premier chapitre, nous donnons un apergu sur le calcul intégral (simples, doubles,
généralisées) et des fonctions définies par des intégrales.

Dans le deuxieme chapitre, nous étudions les fonctions Eulériennes Gamma et Béta. On
donne des définitions, quelques propriétés usuelles et des formules (duplication, complément,
Stirling) concernant la fonction Gama.

Le troisieme chapitre est consacré a I’étude de la fonction d’erreur et des intégrales de
Fresnel. La preuve des intégrales de Fresnel est donnée sous forme d’exercice.

Dans le quatrieme chapitre nous définissions les fonctions intégrale sinus, intégrale co-
sinus et intégrale exponentielle avec quelques propriétés, puis nous prouvons I’intégrale de
Dirichlet sous la forme d’un exercice.

Le cinquieme chapitre traite des polyndmes orthogonaux, la premiere partie est consacrée
a la définition, la formule de récurrence et la formule de Rodriguez, la deuxieéme partie
concerne les propriétés des polyndmes classiques (Hermite, la guerre, Legendre et de Tche-
bychev).

Le sixieme chapitre est consacré a I’étude les fonctions de Bessel. On donne la résolution
de I’équation différentielle de Bessel et des propriétés sous forme des exercices.

Le dernier chapitre traite les fonctions hypergéométriques de Gauss. La premiere partie
est sur le symbole de Pochammer et ses propriétés, la deuxi€éme partie concerne la résolution
des équations différentielles hypergéométrique, représentation intégrale et quelques représentations
des fonctions spéciales a I’aide des fonctions hypergéométriques de Gauss.



Chapitre 1

Le calcul intégrale

Dans ce chapitre on donne des notions nécessaires sur le calcul des intégrales pour 1’ap-
plication (I’intégrale par parties, changement de variable, I’intégrale double, ...). Ces notions
ne sont pas en détail mais on les considére comme des outils de travail.

1.1 Généralités sur les intégrales

Définition 1.1.1. Soient f et F deux fonctions définies sur un intervalle I non réduit a un
point. La fonction F est une primitive de f sur I ssi, pour tout x € I : F'(x) = f(x).
( Autrement dit : F est dérivable sur I, et F' = f ).

Théoreme 1.1.1. Si f est une fonction définie sur un intervalle I et F est une primitive de f
sur 1, alors la fonction f admet une infinité des fonctions primitives, les autres primitives G
de f sur I sont définies par G(x) = F (x) +C ou C est une constante réelle.

Proposition 1.1.1. Toute fonction continue sur un intervalle I, admet des primitives sur I.

Proposition 1.1.2. Si f est une fonction continue sur I, et F est une primitive de f sur I,
alors F € €'(I) (F estde classe €" sur ).

1.1.1 Intégrale indéfinie

Soit f une fonction continue sur un intervalle /.

Définition 1.1.2. On appelle intégrale indéfinie de la fonction f et ’on note [ f(x)dx ,
I’expression générale de toutes les primitives de f sur I.
C’est-a-dire :

/f(x)dx:F(x)+c (cER),

ou F est une primitive de f sur I.



Univ - Tiaret . DZ Benaissa Bouharket

Exemple 1.1.1.
1
/(x2 —cosx)dx = §x3 +sinx+c¢ (¢ €R),

1
/t2+ ldt =arctant +c¢ (c € R).

Propriétes 1.1.1. .
— Si f est dérivable sur I et ' la dérivée de f, alors
/f'(x)dx:f(x)—l—c, (c€R).

— Si f et g sont deux fonctions continue sur I et A € R, alors
o /;tf(x)dx = l/f(x)dx,
o [(£0)+gdx= [ fdx+ [ glx)ax

Primitives Usuelles

N | f(x) | [f(x)dx |Intervallel | N | f(x) [ f(x)dx Intervalle /
1 a ax+c R 2 x" ﬁxnﬂ +c R
1 * 1
3 T In|x|+c R 4 Injx+al+c | R—{-a}
x+a
50 L | 2yx+c RT* 6| L |1 4. R*
Vx x" (n—1)x"1 ’
n>?2
7| = i L1 |8 |t t R
— | arcsinx +c |—1,1] 2 arctanx + ¢
11 | sinhx | coshx +c¢ R 12 | coshx sinhx +c¢ R
13 e* e* R 14 : 1z
+c p— tanx + ¢ 1—%.5]




Univ - Tiaret . DZ

Benaissa Bouharket

Méthodes d’integration

Integration par changement de variable

Soient I,J C R, f:J — R une fonction intégrable sur un intervalle J, et u : I — J une

fonction dérivable sur un intervalle / telle que ; f o u(x) = f(u(x)).
Si on pose 1 = u(x), alors dt = u’(x)dx.

Proposition 1.1.3. Soient u € €' (I) a valeurs dans J et f € € (J), alors

ou F est une primitive de f .

Si u est une fonction dérivable sur un intervalle 7, on a alors :

N | f(x) | [Jf(x)dx | remarques | N fx) [ f(x)dx | remarques

1 u’ u 1 2 u'u® #M"“ 1
u' u' 1

3 ; In |l/l’ u 7£ 0 4 J m u 7£ 0,

n>?2

u’ u’

5 — 2+/u u>0 6 arcsinu ue|l—1,1
Vu Vi V1—u? | |
u/

7 arctanu 1 8 u'et et 1

1+ u?
9 | u'sinu cosu 1 10 | u’cosu —sinu 1
11 | u’sinhu | coshu 1 12 | u'coshu sinhu 1
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Exercice 1.1.1. Calculer les integrales suivantes :

/1 dx, 1?/_\/_ /ﬁdx.

1 1
1ix2dx, /mdx, /coszxdx,/xsinxzdx, /%dx.

Solution :

On pose u(x) = 14 x>, ce qui donne u’(x) = 3x?, donc

1
1+x3a’x: 1n|u(x)]+c:§ln‘1+x3‘+c.
1 2 1
/coszxdx:/wdx:g+zsin2x+c.

Soit# = Inx => dt = 1dx, d’ou

1 1 1
/de:/tdt:—tz—i—c:—lnzx—i—c.
X 2 2

/x(xl—l)dx:/(xil l)dx:ln(x—l)—lnx+c.

Integration par parties

La relation («v)" = u’ v+ u va permettre d’obtenir la formule d’intégration par parties :

Proposition 1.1.4. Si u et v sont de classe €' (I), alors

/ (W (1)dt = u(t)v(r) — / W (1)v(1)dt. (1.1)

Remarque 1.1.1. «/(t) = 44 = u/(t)dt = du, donc

/udv:uv—/vdu. (1.2)

L’intégration par parties c’est le procédé consistant a ramener le [udv a 'intégrale [vdu
a laide de la formulle (1.2). Cette méyhode savére bonne si [ vdu est plus facile a calculer
que [udv.

Exercice 1.1.2. Calculer les integrales suivantes :

/lnxdx, /arctanxdx, /(x+ 1)e*dx, /xsinxdx, /x coshxdx.

7
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Solution :
Soit
( ) = arctanx N u(x) = x21+1
Vi(x) = v(x) =x
1 1,
/arctanxdx = x arctan x — 5 / dx = x arctan x — 3 In(x“+1) +c.
On pose
u(x) =x ' (x) =
V(x) =coshx v(x) =sinhx
d’ou

/xcoshxdx:xsinhx—/sinhxdx:xsinhx—sinhx+c.

1.1.2 Intégrale définie
Définition de I’intégrale de Riemann

Définition 1.1.3. ( subdivision )
Soit a et b deux réels tels que a < b.
— Une subdivision de Uintervalle fermé borné( compact ) |a;b| est une famille finie de
réels d = {xp;x1; ...; xp} telle que : a =x9 < x1 < ... <xy—1 <Xx,=D>.
1l s’agit donc de n intervalles partiels compacts [x;—1;x;] de l'intervalle |a;b.
— Le pas d’une telle subdivision est le réel strictement positif
o) = g b= i)
Définition 1.1.4. ( fonction bornée )
Soit [a;b] un intervalle compact ( fermé borné ) de R.
On dit que la fonction f : [a,b] — R est bornée s’il existe M > 0 tel que :

Vx €la,b]: —=M < f(x) <M
autrement dit

1F1l=sup [f(x)] < ee.

a<x<b

Posons

mi=mi(f,d)= inf f(x) et Mi=M(f,d)= sup f().

il SXSXi Xi <x<x;

Les nombres m;, M; sont finis puisque || f(x)|| < —+oo.
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Définition 1.1.5. ( Sommes de Darboux )
Considérons

I
M=

s =s(f,d)

mi(xi — xi—1),
1

S ZS(f,d) M,-(x,-—x,;l).

I

1

~

Ces deux sommes sont dites sommes de Darboux, respectivement inférieure et supérieure de
f relativement a la subdivision d.

Remarque 1.1.2.
Vd :s(f,d) < S(f.d).

Définition 1.1.6. ( Somme de Riemann )
La somme

c=o0(f,d) = Zf(ii)(xz'—xi—l),

i=1
ol
51' € [xi_l;xi], i=1,...,n,

est dite somme de Riemann de f corespondant a la subdivision d et au systéme des réels

& ={c1 &}

Proposition 1.1.5.
VdiS(ﬁd):ifélfG(f?d), S(f,d) =supo(f,d),
S

Vd :s(f,d) < o(f.d) < S(f.d).

Définition 1.1.7. ( Fonctions Riemann-intégrables )
Une fonction bornée f : [a;b] — R est dite intégrable ( au sens de Riemann) si :

sups(f,d) =infS(f,d).
b
On appelle alors ce nombre 'intégrale de Riemann de f sur [a,b] et on le note / f(x)dx.
a

Théoreme 1.1.2. Si f : [a;b] — R est intégrable ( au sens de Riemann), alors

/a " fydx = lim o(f,d)

E(d)—0

= g(lcggo (l; J (&) (xi —xi1)> :
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Propriétes 1.1.2. Soient f, g deux fonctions intégrables sur un intervalle I compact. a,b et
c des éléments de I et A, des réels quelconques, alors :

1. Propriétés relatives a I’intervalle d’intégration

e Soit f : [a;b] — R une fonction intégrable, alors f est intégrable sur chaque inter-
valle [a, B] C [a,b].

/ dt+/ dt—/ f(t)dt o/abf(t)dt:—/baf(t)dt.
./af()dt_o /Odt—

2. La linéarité

/(kf()+ﬁg( a’t—ﬂL/ dt+ﬁ/

3. La comparaison

< ["1rar

. /abf(t)dt

o Vi e lab]: f(t) < glt) = / F(o)di < / ().

4. la valeur moyenne

o Vicab]:f >O:>/ t)dt > 0.

o Sim< f(t) <M surla,b] alors, m < =4——

f 1)dt
b—a

est appelée la valeur moyenne de la fonction f sur [a,b.

Exemples de fonctions intégrables
Théoreme 1.1.3. Toute fonction monotone bornée sur un compact [a,b] est Riemann intégrable.
Théoreme 1.1.4. Toute fonction continue sur un compact [a,b| est Riemann intégrable.

Pour la démonstration, voir [5] page 212-213.

Théoreme 1.1.5. Soit F une primitive quelconque de la fonction f continue sur [a,b), alors
b
| rwdi =)= o)~ Fa).

Integration par parties

Théoreme 1.1.6. Soient u et v deux fonctions de classe €' sur [a,b], alors

/a (e ()t = [u(e (O] — / (ot (1.3)
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Integration par changement de variable

Proposition 1.1.6. Soient u € €' (I) a valeurs dans J et f € €(J), alors

[/ o' wax= [ fff(r)dt.

Proposition 1.1.7. Si f est une fonction intégrable sur un intervalle I, a € I et
X
H(x) = / f(t)dt, alors H est dérivable sur I et H' = f.
a

1.1.3 Intégrale généralisée

La notation d’intégrale généralisée ( ou impropre ) est une extension de la notion d’intégrale
définie simple.

Intégrale de type / f(t)dt
a

Définition 1.1.8. Soir f une fonction intégrable sur ’intervalle I = [a, |, a € R.
X

On dit que l'intégrale de f sur I converge si / f(t)dt possede une limite finie quand x — oo
a
et on note dans ce cas

/oof(t)dt = lim " F) .

Dans le contraire, on dit que I’intégrale généralisée est divergente.

o) oo 1
Exemples 1.1.1. / e 'dt, / ;dt.
0 1

Ona: .
/0 e 'dt = [—e*t]g: l—e ¢,
a

lim [ e'dt=1lm]l—e“%=1— / e 'dt =1 (lintégrale converge).
a— J( a—oo 0

a1 a]
/ ;dt =[In7]{ =Ina, im | —di=oo,
1

a— [1

donc intégrale diverge.

a
Intégrale de type / f(t)dt

Définition 1.1.9. Soir f une fonction intégrable sur Iintervalle J = |—e0,al, a € R.

a
On dit que ’intégrale de f sur J converge si / f(t)dt possede une limite finie quand
X

11
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x — —oo et on note dans ce cas
a a
/ Fydi= tim [ ().
—o0 X—>—00 [y
0 1
Exemples 1.1.2. / e dt, / e dt.
Ona:

0 0
/ e 'dt = [—e_t}x =e " —1,
X
0

0
lim eldt= lim e —1=4oo=— / e 'dt diverge.
X——o0 x X——00 —oo

! 1
/ e dt = [et]x =e—¢",
X
1

1
lim [ 'dt= lim (e—e") == / edt=e, d’oulintégrale converge.
X——o0 x X—>—00 —oo

—+oo
Intégrale de type / f(t)dt

Définition 1.1.10. Soir f une fonction intégrable sur l'intervalle |—oo, +o9|.

c o0 oo
Si VeeR: / f(t)dt converge et f(t)dt converge, alors lintégrale f(t)dt est

/:mf(t)dt = /wa(t)dt+/c+mf([)dt_

—+oo
Si non / f(t)dt est dite divergente.

—o0

convergente et on a

foo
dt

~+oo
E les 1.1.3. “tdt, /
xemples /;Do e - t2—|—1
—+oo

0 oo

Ona: / e ' dt diverge et / e ' dt converge, alors / e'dt est divergente.
— oo 0 —oo

Va eR:

a

a 1
/ dt = [arctant]] = arctana — arctanx = lim
X

T
3 3 dt = arctana + —,
t-+1 x——oo Jy 1541 2

x ] . . x o] T
5— dt = [arctant[, = arctanx —arctana = lim 5— dt = ~ —arctana.
a t + 1 X— o0 a t + 1 2

D N 2z
1
d’d / dl — Jf.

dt sont convergentes pout tout a € R,

12
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b
Intégrale de type / f(t)dt
a

Définition 1.1.11. Soir f : [a,b] — R une fonction intégrable.

X

b X b
On dit que / f(t)dt converge si liril / f(t)dt est finie, etona / f(t)dt= lim [ f(¢)dz.
a xX—=b~ Ja a

x—b~ Ja

Définition 1.1.12. Soit f : |a,b] — R une fonction intégrable.

b b b b
On dit que / f(t)dt est convergente si lim / f(t)dt est finie, eton a / f(t)dt= lim [ f(¢)dt.
a X—a X a

x—at Jx

Définition 1.1.13. Soir f : |a,b] — R une fonction intégrable.

b c b
On dit que/ f(t)dt converge si¥c €la,b| : / f(t)dt et/ f(t)dt converges.
a a C
11
Exemple 1.1.2. Soit I’intégrale (de Riemann) / t—adt, acR.
0

1. Cas:o=1 On pose f(t) = % f est intégrable sur )0, 1].
1] 1]
/ —dt = —Inx= lim -

x 1t

)C—)OJr X t

1
d = —oo, donc l’intégrale / t—adt diverge.
0

2. Cas:a+#1 /1 Lt — | ! !
. Cas: —dt = = — _
x 1 (o= (a—1)x*1  o—1
. o e : AN 1
Si a > 1, on déduit que lim —dt = +oo, et si ¢ <1 ,alors lim —dt = ——.
X%O‘*‘ X ta x—07t X ta l—O{

Donc -
/ —dt converge pour o < 1.
0 1%
Hoo ]
Exercice 1.1.3. Etudier la convergence de l’intégrale de Riemann / — dt suivant les

1
valeurs de o.

Théoreme 1.1.7. (La Comparaison) Soient f et g deux fonctions positives et intégrables sur
[a,+oo|, telle que
0 < f(x) < g(x) , pour tout x € [a, +oo[,

oo +o0
si / g(t)dt converge, alors f(t)dt converge,
a

a

oo Foo
si f(t)dt diverge, alors / g(t)dt diverge.
a

a

1.1.4 Intégrale double

Soit f une fonction intégrable sur le domaine D a valeurs dans R.

13
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Formules de Fubini

1. D={a,b] x [c,d] = {(x,y)\ x€[a,b]ety € [c,d]} (rectangle), alors

| [reyaay= | ’ ( / df(x,y>dy) ar= [ ‘ ( / bf(x,y>dx) dy.

Sig:la,b] - Reth:[c,d] — R sont deux fonctions intégrables telles que
f(x,y) = g(x) x h(y), alors

b d
/D/f(x,y)dxdyz (/a g(x)dx) (/C h(y)dy) .

2. Soient [a,b](a < b) un intervalle fermé borné de R, u et v deux fonctions intégrables
sur [a, b] telles que Vx € [a,b], u(x) <v(x).D={(x,y)\ a<x<b, ux)<y<v(x)},
alors f est intégrable sur D et on a

[ [ renasay= [ ([ rexnay ) ax,
D

d’abord on intégre par rapport a y et ensuite par rapport a x.

3. Soient [c,d](c < d) un intervalle fermé borné de R, u et v deux fonctions intégrables
sur [¢,d] telles que Vy € [¢,d], u(y) <v(y). D={(x,y)\ ¢<y<d,u(y) <x<v(y)},
alors f est intégrable sur D et on a

/ / f(x,y)dxdy = /c ‘ ( /u :y()”f (x,y)dX> dy,
D

on intégre par rapport a x et ensuite par rapport a y.

Exercice 1.1.4. Calculer les intégrales doubles suivantes :

o //sin(x+y)dxdy, D=0, 7] x [0, x].
D

o //(xy+x—y—1)dxdy, D={(x,y)\ 0<x<1,x—1<y<1-—x}L
D

14
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Solution : soit/ = //sin(x+y)dxdy, D=10,%]x[0,x].

[ cos(x + Y] dx

O\N\a
O\N\a

T
/sm (x+y)dydx =
0

:/[—cos(x)+cos(x+ 7)) dx:/—Zcos(x)dx
0 0

Changement de variable dans une intégrale double

Soit D={(x,y) €Ry, ...}.
e En effectuant le changement de variable x = @(s,7) et y = ¢(s,7) et en déterminant le
domaine A = {(s,t) € Ry ...}, puis

dx Jdx
ds ot
e On calcul la jacobienne de ce changement de variables, c’est a dire J = ,
dy dy
ds ot

e ct finalement on calcule la valeur absolue du déterminant de la matrice jacobienne.

Par conséquence, on obtient

//f(x,y)dxdyz//g(s,t)\]]dsdt.
D A

Exercice 1.1.5. Calculer I’intégrale suivante :
//(x— 1)%dxdy, D={(x,y)\ —1<x+y<Il,-2<x—y<2}.

Changement de variable en coordonnées polaires (x,y) — (r,0)

xX=rcos0 (COSG —rsinG)
:}J:

Onpose{ y=rsinf cos® rcosH

On déduit que dxdy = rdrd®.

Exemple 1. 1 3. Calculer 'intégrale suivante :
—// a’xdy, D={(x,y)\ 1<x*+y*<4,x>0,y>0}.

15
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P=x+y?=1<r<2
Ona:
x>0,y>0=0<6<7,

d’on

I—/ / —rdrd@ ln2d6 = —ln2
1 0 2

o0

2

Exercice 1.1.6. intégrale de Gauss / e " dx.
0

R
Soit R > 0, on définit I’intégrale I(R) par 'expression : I(R) = / e dx.
0

1. Montrer que I*(R / / (¥ + dxdy
2. On définit le domaine D(R) comme suit ;
D(R) = {(x,y) € R?/x >0,y > 0,x* +y* < R*}.

Vérifier que D(R) < [0,R] x [0,R] < D(V/2R).

T
3. Par le passage en coordonnées polaires, montrer que / / (¥4 )dxdy =7 (1 — e_R2>.
D(R)

4. Vérifier que YR >0 : \/TE\/ 1-e R <IR) < \/TE\/ 1 —e 2R,

5. En déduire la valeur de ’intégrale de Gauss.

1.2 Fonction d’une variable réelle définie par une intégrale

1.2.1 Fonction : x — F(x /f

X
Soit f une fonction intégrable sur tout segments [a,b] C R. L’intégrale / f(t)dt aun
a

sens et définit une fonction
F:1 — R
x — F(x / f(t)

1. La fonction F est continue sur / et F'(a) = 0.

2. F est dérivable en tout x € I et F'(x) = f(x).

16
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b
L’intégrale / f(t)dt aun sens et définit une fonction
X

H:I — R
b
X s Hx) = / F(t)dr.

1. La fonction H est continue sur [ et H(b) = 0.
2. H est dérivable en tout x € I et H'(x) = —f(x).

b
1.2.2 Fonction:xr—up(x):/ f(x,t)dt.

La fonction ¢ est définie si f est une application de I x [a,b] ; I étant un intervalle quel-
conque de R, tel que pour tout x € I, I’application partielle # — f(x,¢) soit intégrable sur
[a,b].

Propriétés de ¢

1. Continuité
Si la fonction

est continue sur / X [a,b], alors la fonction
¢o:1 — R
b
X —> / fx,0)dt
a

est définie et continue sur /.
2. Dérivabilité ( Dérivation sous le signe somme )

filx [a,b] — R( ) est continue sur I X [avb]

Théoreme 1.2.1. Si la fonction
(x,1) — fx,t
et admet une fonction dérivée partielle % également continue sur I X [a,b], alors la

¢:1 — R
onction b est dérivable sur I, sa dérivée @' vérifiant
f X —> / flx,t)dt ¢ f
a

)

<

(x,t)dt.

5]

X

b
Vxel: (p’(x)z/

17
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Cette dernicre relation peut aussi s’écrire :

b
d b d
Vxel: . (/a f(x,t)dt) :/8—§(x,t)dt.

3. Intégrabilité ( Intégration sous le signe somme )
Soit f une fonction continue sur I X [a,b], alors f est intégrable sur tout rectangle
A = [a,B] x |a,b] avec a,B €I et a < B. La formule d’intégration sous le signe

o [ ([ senar)ax=[° (/f s ) ar

Exercice 1.2.1. Soit n € N, pour tout x strictement positif, on a

L dr
Fn(X)Z/O rap

-1) Calculer Fy(x), Fi(x).

-2) Montrer que F; 1 1(x) = —%CF,Z (x).
—+o0
1.2.3 Fonction : x — @(x) = f(x,1)dt

a

( Fonction définie par une intégrale impropre ), soit I un intervalle fermé.
1. Dérivation sous le signe intégrale

Propriétes 1.2.1. Si

o % existe et est continue sur I X [a,+oo|.

+oo )
. / a—f(x,t)dt converge uniformément sur I.
a X
~+oo
o / f(xo0,1)dt converge pour certaint xq € I,
a

—+oo
alors la fonction @(x) = / f(x,t)dt est dérivable sur I, sa dérivée @' vérifiant
a
~+oo
d
vl ¢'= [ a—i:(x,t)dt.
a

18
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2. Intégration sous le signe intégrale

Propriétes 1.2.2. Si

e f est continue sur I X [a,~+oo].

~+oo
o / f(x,1)dt converge uniformément sur I,
a

alors f est intégrable sur tout segmemt (o, 3] de I et on a

/aﬁ ( :mf(x,t)dt) dx= /:w (/:f(x,t)dx) dt.

Exercice 1.2.2. Pour tout réel x > 0, on considére les intégrales suivantes :

1 Foo
I(x) = / e tdr, J(x) = / e tdr.
0 1
- Montrer que les intégrales convergent.

Solution :

1. Pourz € (0,1] ,0na
1<e<e :%Seqﬁl
—=0<e <1

= 0< et <1

pour tout x > 0 et € > 0 suffisamment petit, on déduit que

1 |
/IXIetdt g/ Flar
& €

d’ou

1 1 1
I(x) = lim rle7ldr < lim ~(1—€%)= =, (converge pour tout x > 0).
e—0 J¢ e—0 X X

19
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+oo Lk
L t , .
2. Pourt € [1,+4o0) , on peut écrire : e’ = Z R par conséquent , on obtient que pour
o k!
tout entier n € N
n .k n
t t n!
t —1
et > — > - — e <<=
- zo"k! " n! AL
x—1 -t n!
— 1 e’ < =+l

Pour tout x > 0 et B > 0 suffisamment grand, si on pose n > x+ 1 on déduit que

B o B n!
/ e ldr < / —dt
1 1 tnforl

et on résulte que

B ! | !
Jx)= lim [ #ledr< lim (1 - ) =
B—s1to Jq B—r+oo n—X B

d’ou pour tout x > 0 I’intégrale J(x) converge.

—+oo
Proposition 1.2.1. Pour tout réel x > 0, l’intégrale / *le7'dt est convergente.
0

20



Chapitre 2

Les fonctions Eulériennes gamma et béta

Dans ce chapitre, nous introduisons la fonction Gamma classique, essentiellement com-
prise comme une factorielle généralisée. Il existe de nombreuses applications de cette fonc-
tion, par exemple on la trouve dans 1’analyse, la théorie des nombres, les probabilités, la
théorie de la représentation des groupes et le calcul fractionnaire. Nous étudions brievement
la fonction béta d’Euler ou son origine remonte au début du calcul différentiel et intégral ou
elle a fait sa premiere apparition dans ”Arithmetica Infinitorum” publiée par Wallis en 1665.
Ensuite, nous donnons quelques-unes des propriétés de la fonction Gamma, I’équation fonc-
tionnelle de I'. Les formules de Stirling sont des formules de duplication qui simplifieront de
nombreux calculs.

2.1 La fonction Eulérienne Gamma
Définition 2.1.1. On note ' ” Gamma ” la fonction définie sur |0, +oo[ par :
~+o0
['(x) = / e dr. 2.1)
0
Exemple 2.1.1.
oo oo
(1) :/ e dr :/ eldt=[-¢"]" =1
0 0

Propriétes 2.1.1. on a les propriétés suivantes :

1. T est une fonction définie et positive sur |0, +oo|.
2. T est continue sur |0, +oo|.

3. T est dérivable sur )0, +oo| et
~+o0
Vx €]0, +oo[: T (x) :/ Inz.r*" e dr. (2.2)
0

21
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Preuve :
Ona Yt €]0,4oof: =1 =ehl"") = glx=1nt,
si on pose @(x,t)=t""le™" on obtient

F/(x):%(x) :/()+w aqoa(i’t)dz

= /+c><> Int. eW— DIt o=t gy
0

+oo |
= / Int.t* ‘e dt.
0

4. T est de classe € sur |0, +oo[ et

~+o0
Vx €]0, 400, Vke N: T® (x) = / (Int)*. = te " dr.
0

5. Relation de récurrence de I ( L’équation fonctionnelle de I')
Vx €]0, 4o T(x+1)=xT(x).

Preuve : Intégrons 1" par parties :

pour tout x €]0,4-o0|, on obtient

r — 1 1.x,—t19 +°°1xftd
(x) = lim [1t% ]0—1—0 e dt

a—r+oo

: 1 X _—a 1 +°° x _—t
= lim —-a'e —|——/ tre'dt
X Jo

a——+o X
11“( +1)
=—-1(x .
X
1 1 1 ina
(lim Sdfe = lim - = lim —e?®% 1) :0).
a——oo X a——+oo X a—+oo X

6. La fonction T est I’extension du factorielle sur x €0, +oo|.

VneN: T(n+1)=n!.

22

(2.3)

(2.4)

(2.5)



Univ - Tiaret . DZ Benaissa Bouharket

Preuve : Pourn >0, ona
I'(n+1)=nl'(n) =n(n—1)I'(n-1)
=nn—1)(n—2)T(n—-2)
=nn—1)(n—2) x...x3x2xI(2)
=n(n—1)(n—2)x..x3x2x1xI(1)=n!.
Comme on convient que 0! =1 =T(1) =T'(0+ 1), alors on déduit
VneN: TI'(n+1)=n!,

et on peut écrire

VneN*: TI'(n)=(m-1)!.

1
r <§) =/r. (2.6)
Preuve :
1 oo e
(<) :/ 2 le :/ e ldr.
2 0 0
Posons 1
12 :y:t:yzetdt:2ydy,
donc e
r'(3) :/ e ldr
0
+o0
=/ y e 2ydy
0
oo,
=2 (/ e dy) , (intégrale de Gauss)
0
=2(F) =V
5 1 (2Kk)!

23



Univ - Tiaret . DZ Benaissa Bouharket

Preuve : Sachons que I'(x+ 1) = xI'(x), alors Pour tout k € N on obtient

F(k-l—%) _

<
<

(Y2 emete()
< ¥

d’autre part, on a

K!=k(k—1)(k—2)x..x3x2x1= (%) (2k2—2) (2k2_4) X ... X

d’oul

N~
X
ORI

() (%
-G ) B s
- 5o VE

Le cas négatif

1. Gréce a la relation de récurrence I'(x+ 1) = xI'(x), on peut poser par convention

Vxe]—1,0[: [(x) = r(x;r b, 2.8)
Exemple 2.1.2.
1
r(-%) 1O _,m
—3
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2. Soit n € N*, Pour tout valeur x négative non entiére, telle que x €| —n, —n+ 1]

['(x+n)

I'x)= , I'(x) a le signe de (—1)". 2.9
M = T D+ n=1) (x) gne de (=1)%  29)
3.
VneN: T : 2200t 2.10
Exercice 2.1.1. Soit @ > 0 et I" la fonctin Gamma d’Euler
-1) Déterminer I’expression de T'(at).
-2) Montrer que
too a a+1
/ e “ar =2,
0 (04
too
-3) En déduire l’integrale de Gausse / e " dx.
0
Solution : e
I'(a) :/ 1“ e tds.
0
En utilisant le changement de variable :
o 1 |
" =y=>t=yaoet dt—aya dy,
alors N -
e " dt :—/ i leVd
/0 o Jo y y
11
- _I(=
(04 (OC)
1 o+1
=T'(1l+—) =TI'(——
(1+-) =12

Posant ¢ = 2, on obtient

2.2 La fonction Eulérienne béta

Définition 2.2.1. On note Pour tout x,y €]0,+-oo[ strictement positfs, on définit la fonction

Béta Eulérienne par :
1

B(x,y) :/O (1 =) ar. (2.11)
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Exemple 2.2.1.

1
/r W tar = /1dt_1
0
1 1
/t2 -0 lar = /tdt:—
0 0

1 1
1 =) lar = /(l—t)dt:—
0

S—

- Montrer que 3(2,2) = —

11
Exercice 2.2.1. - Calculer 3 (2 2)

B (%%) :/OIt—%u—z)—idt,

1
12 =x =t =x%et dt = 2xdx

Solution : on a

on utilisant le changement

alors - .
1 1
— =) =/ t72(1—t)"2dt
B(33) = [ rta-n
_/ (1—x%) "2 2xdx
1 1
:2/ ———=dx
0 /(1—x2%)
:2[arcsinx](1) = 2(%) =T.
Proposition 2.2.1.
Vx,y €]0, 4o B(x,y) = B(y,x). (2.12)

1
Preuve : onaB(x,y):/ (1 =) dr,
0
posonss =1—¢,onobtient t =1—s5,dt =—ds,t=0=—= s=1ett=1= s=0, cela

26
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nous donne X
Bley) = [ 10yl
0
0
= —/ (1—s) 1 lds
1
1
:/ (1 —s)lds
0
= ﬁ(y7x>'
Proposition 2.2.2. Relation entre les fonctions T et 3
F(x)C(y)
v 0, 4oo[: = =", 2.13
x,y €]0,+eo[: B(x,y) Tt y) (2.13)

Preuve : Considerons pour x,y strictement positifs :

r(xr(y) = (/O+wtx‘1e"dt> (/O+mty‘1e"dt>

ot D={(t,s): t>0, et s>0}.
Utilisons le changement de variable suivant :

{u =t+s {t =u.v
¢ e
VvV = S =uU—Uuy

on déduit que A= {(u,v): u>0, et 0<v<1} etlajacobéenne

9t 9t v u
J= % g =l 1-y _u =—uv+tuv—u=—u,
du Jdv
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alors dtds = |J|dudv =ududyv , ce qui donne

://(u.v)XI(u— uv) e ududy
A

too pl
:/ /MXHIVXI(l—v)yle“dudv
0 0
_ (/+°°ux+y1e )(/ (1 v 1dv>
0

=T(x+y) x B(x,y).

Exercice 2.2.2. Soit B la fonction Béta d’Euler définie par
1
pourtout x,y >0: B(x,y) = / 1 =)y ar.
0

-1) Montrer que pour tout x,y >0: B(x,y+1)= %B(x,y).
xXTy
-2) Par integration par parties, montrer que : x3(x,y+1) =yB(x+ 1,y).

(m—1)(n—1)!
(m+n—1)! ~

-3) Montrer que : Yn,m € N*: B(n,m) =

Exercice 2.2.3. Soit a, b, s des réels strictement positifs. Montrer que

1 1
/ =) dr =~ (L), (2.14)
0 s
Exercice 2.2.4. Soit x,y deux réels strictement positifs.
-1) Montrer que :
B(x,y) :2/2(sin0)2x_1(cos9)2y_1d9. (2.15)
0

-2)En déduire B(3,%) et B(x,3).
-3) Déterminer 3 (pT, %) en fonction de sin@ et cos0.

-4) Calculer les intégrales suivantes :
/2sin9(c0s9)2d0, /3(sin9)2(cos9)3d9.
0 0
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-5) Montrer que :

T

B(a,a) = %/Oz(sinze)zalde. (2.16)

Exercice 2.2.5. Soit B la fonction Béta d’Euleur definie par

1
pour tout x,y >0 : B(x,y):/ 1 =y ar.
0

-1) Montrer que pour tout x,y >0 :

s d 2.17
ﬁ(xvy)—/o ms- (2.17)
(Appliquer le changement: t = s%l)
-2) Montrer que pour tout x,y >0 :
Lgo=l o1
= ——d 2.18
Bley)= | gy ds @18)

Remarque 2.2.1. Parfois les égalités (2.15) et (2.17) sont considérées en tant que définitions
de la fonction B.

2.3 Quelques formules usuelles

2.3.1 Formule de duplication

Proposition 2.3.1. ( la formule de duplication de Legendre )
pour touta >0, on a

2a—1
['(2a) = 2\/ﬁ ['(a)T (a—i— %) . (2.19)

Preuve : D’apres la formule 2.16, on a

T

1 2, ., _
ﬁ(a,a)zm/o (sin20)*~1de.

posons A =26 , on obtient 9:%, a’O:%dl, 0=0—=A=1let0=7=—= A=m,cela

29



Univ - Tiaret . DZ Benaissa Bouharket

nous donne

LT
B(a,a) :W/o (sinA)2 2

z b
_ % (/2 (sin1)2~1dA +/ (sin),)za_ldﬁt>
0 :

n T
— 1_ ’ sinA)21da + sin(m—A))2 14 , posonsy = T — A
22a 1 0 T
2

2
= ot ([ nay i [y av)
2

- 2T1—1 </2(sin/"t)2“_ld7t +/2(sinl//)2a_1dl//)
0 0

s

2 7. a
= J5ai /0 (sinA)*~1dA
1 % . 2a—1
1 1
= Wﬁ(a’i)’
d’ou | |
B(a,a) = %5(0,5) (2.20)

D’autre part, on a ,
_TI'(a)xT(a) T*(a)
Pla.a) =—Tag ~ TR

par conséquent, on a

Si on remplace a par 5 , on obtient la formule équivalente :
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Proposition 2.3.2. pour tout a > 0, on a
2a—1 a a+1
r :—r(—>r ar’y. 221

2.3.2 Formule de compléments

Proposition 2.3.3. pour tout 0 <x<1,o0na

b8
Bx,1—x)= Sn(zx)” (2.22)

Preuve : D’apres la formule 2.17, on a

Sx—l

~+oo
R

d’ou, pour tout 0 <x <1

ds,

0

1—x)= S
Bt 0= = T

. 1 .
posons 1L = s°, on obtient s = ux, du = x5 'ds, on obtient

1 ~+oo x—1
B(x,1—x) :—/ s
X Jo

Corollaire 2.3.1. Pour tout o > 1, on a

~+oo
/ ___ T (2.23)
o 1+u% o.sing

On pose o = %, cela nous donne

1 /= 1
Bart-x) = [ -du
X Jo 1—}—‘“):

1 x=m

~ xsin(mx)

. T
~ sin(zx)

On résulte que
T
Frx)ra—-x) = . 2.24
(T -9 = s 224)
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2.3.3 Formule de Stirling
Proposition 2.3.4. Pour tout x > 0, on a
x! ~ x'e"V2mx, (x —> o). (2.25)

L’intérét de cette formule en général c’est pour le calcul des limites et une valeur ap-
prochée de I' pour les grandes valeurs de x, comme on peut réécrire la formule précédente
sous les formes suivantes :

'x+1) ~ x‘e"V2mx, (x —> +o0). (2.26)
lim Y 2.27)

Xx—rteo xXe=X\/2 T X

On déduit les limites suivantes :

r —DI'(x—1
lim I'(x)=-+4ec, lim ) = lim (= Dl — 1) = }oo.
X—>r—o0 X—+o X X— o0 X
r 1
lim T(x) = lim 0D
x—0 x—0 X

2.3.4 Dérivée logarithmique de la fonction Gamma

On a, pour tout x >0: I'(x) > 0; donc on peut définir la fonction H telle que :
H(x) =1In(I"(x)). H estlogarithmique de la fonction Gamma.
La dérivée de H est appelé dérivée logarithmique de la fonction Gamma, notée par y telle

que, Pour tout x > 0 :
B I (x) B Tl B 1 ﬂ
y(x) = o) /o (e a —H)x) - (2.28)

La fonction y est appelée aussi fonction Digamma . Parmi les propriétés de la fonction y,
notons que, pour des valeurs entieres n > 2 ,on a

n—1 1
y(n)=—-y+) - (2.29)
ik
ou Y= 0,577 est la constante d’Euler.
(x)= lim |lnn-— 1+ 1 +...+ 1 (2.30)
y(x =, Jim_llnn it T .
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Chapitre 3

Fonction erreur et intégrales de Fresnel

3.1 Fonction erreur

Définition 3.1.1. La fonction d’erreur notée ” erf ” définie sur R par
erf: R — R
x +—> erf(x =7z / ~ds.

Propriétés de erf

1. La fonction d’erreur est définie et continue sur R.

2. La fonction d’erreur est dérivable sur R, vérifiant

2
erf'(x) = ﬁe_xz.
3. erf(0) =
2 [t 2
4. erf(+o0) = ﬁ/o e dt = —ﬂ% =1, (par I’integrale de Gauss).
5. La fonction ” erf ” est impaire.
dt = —ds
Posons s = —¢, celanousdonne { t=0=—s=0 , donc

I=—X—7s§=X

erf = f
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6. erf(—oo) =—1.

7. Pour les petites valeurs de x, on peut utiliser la formule

00 x2n+1

2 n
erf(x):ﬁZ(—l) W 1)’ (3.1)

n=0
( Utilisable pour |x| < 3).
8. Pour les grandes valeurs de x, on peut utiliser la formule

2 I X3%x5x%...x[2n—3|
erf(x) :\/Lie x Z’(—l)"+1 a1

n=1

2 21 1 +1><3 1 x3x5
\/ﬁe 2x  22x3 0 230 24x7

9. La formule approchée donne les résultats de Erf(x) dont I’erreur est de ’ordre du
miliéme, quelle que soit la valeur de x,

erf(x) ~ \/ 1 —exp (_ixz) . (3.2)

3.2 Intégrales de Fresnel

Définition 3.2.1. Les fonctions de Fresnel sont des fonctions spéciales, définies par les intégrales
suivantes :

S(x) = /0 ' sin(¢?)dr, (3.3)
C(x) = /O xcos(tz)dt. (3.4)
Propriétés

1. Les fonctions S et C sont définies sur R.

2. Les fonctions S et C sont dérivables sur R, vérifiant

S'(x) =sin(x?), C'(x) =cos(x?).
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4. §S et C sont des fonctions impaires.

dt = —ds
SionPose s =—t,celanousdonne { t=0=—s=0 ,
alors
J

De méme fargant, on peut vérifier que C(—x) = —C(x).

5. Les intégrales de Fresnel sont définies par :

+oo )
S(+o0) :/ sin(7)dt, (3.5)
0
oo 5
C(+o0) :/ cos(t°)dt. (3.6)
0
Proposition 3.2.1.
+oo ) oo ) T
/ sin(#°)dt :/ cos(t9)dt = [ —.
0 0 8
Preuve Pour démontrer que / sin(¢t”)dt = r on va résoudre 1’exercice suivant :
0
Exercice 3.2.1. .

1. Montrer que, pour tout t > 0

Foo oIS T
/0 7 ds= \/; (3.7)

(Utiliser le changement de variable , ts = xz).

2. Enintégrant par parties, montrer que, pour tout s >0

s d ! 3.8
“sintdt = . .
/0 e "’sin s (3.8)

35



Univ - Tiaret . DZ Benaissa Bouharket

3. Simplifier les expressions suivantes :
. (t2+\/§t+ 1) <t2—\/§t+ 1)

1 1 1 1
w2
21V2A4+1 2 —\2+1

. %{(ﬂt—l—l)z—l—l]

l_

X

Solution pour toutz > 0, on Pose ts = x2, cela nous donne Vs = et

<

ds:zf‘dx
s — 0, alorsx — 0
§ — +oo , alors x — +oo,

2
o0 e*l‘s —+oo e*X 2x
/ ds :/ — —dx

0 \/E 0 =

donc

2 [eS]
= / e dx (integrale de Gauss )
0

On déduit que

2/- On utilise I'intégration par parties, Soient

v(it) =e V() =—se
’ . -
u'(t) =sint u(t) = —cost,
alors
oo . ~+oo Foe —
I:/ e “sintdt = [—e "cost], —s/ e costdt
0 0

~+o0
=1 —s/ e Ycostdt
0

=1—-sJ,
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une deuxieme fois, on applique I’intégration par parties

vit) =e ™ N vi(t) =—se
u'(t) =cost u(t) =sint,
on obtient N
J :/ e Ycostdt
0
_ . ~+oo toe —1s .
= [e""sint], +s/ e sinrdt
0
=sl,
d’ou
_ 27 _
3/-Ona
<t2+\/§t+1> (tz—\/itJrl) =t +1
1 | 1 1
Bt B2 _ 1
2+V2+1 2—241 1414
1 2
5[<\/§t+1> +1} =24+V2+1. O

On calcule maintenant I’intégrale de Fresnel L = / sin(xz)d X.
0
_ dt
dx=; NG
Onpose x> =f,doncx=+/7 et { x=0—¢=0
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o0
—/ sin(x
to ]
2/ smt\/i
+oo oo 1S
2/ sint (\/_ w3 > (d’aprés 3.9)

! /+oo </ sint ”dt> ds
= e
27 Jo 0 NG

d’aprés 3.8
2\/_/ 1+s2\/_ (d’aprés3.8)
Posons /s =t == s = t> donc d s = 2t dt , par conséquent
/ 2tdt
NG 1+t4 t
oo p
=— ——dt
\/E/o 1414
1 1
\/_ t2+\/_t+1 2Vl
on a
1 1 1
NG Y, [2t+2\/§]
2 +V2t+1 2 4+V2t+1
1 2a4V2 V2
2v8 | 124+ V2t +1 .(\/§t+1)2+1 ’
et

1 1

Bita P / 2t +v/2 o V2
2 N 2 ' 2
242t +1 2v8J [ 124V2t+1 <\@+1> T

= 2—\1/§ [ln <t2—|—\/§t—|— 1) + 2 arctan (\/§t+ 1)] .
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D’autre part

1 1

N 1| 20—v2 )
Ve 2 V2 V2

2—\2t4+1 2V8 |2 =21 +1 (—\/§t+1>2+1

donc
1 |
=l—3 1 2t — 2 —/2
s L.
2—V2t+1 2v8J) |2 4+V2t+1 (—\/§t+1> 41
1
=— [ln (tz—\/iH— 1) + 2arctan (—\@H— 1)} ,
238
d’ou
1 1 1 1
L _L/jLw Bt R dt
Vrdo | 24V2t4+1 2—V2r+1
1 [ (24var+l -
= In + 2arctan (\/it + 1) — 2arctan (—\/zt + 1)
V8 | \2—V2r+1 o
1 [ (2+v2r+1 -
= In + 2 arctan (\/it + 1> + 2arctan (\/it — 1)
2VmV8 | \2—V2r+1 o
1 r T 4 T
- 0+2(% +2—}: x
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Chapitre 4

Sinus intégrale, Cosinus intégrale,
Exponentielle intégrale

Les fonctions Sinus intégrale, Cosinus intégrale et Exponentielle intégrale sont des fonc-
tions spéciales de la physique mathématique introduite par Fresnel dans 1’étude des vibra-
tions lumineuses.

4.1 Sinus intégrale

Définition 4.1.1. La fonction Sinus intégrale notée ” Si ” définie sur R par

Si:-R — R
X Q1 t
x — Si(x)= / S g,
0 t
sin ¢
<On suppose que pour t =0; - = 1) .
4.1.1 Propriétés de Si
1. La fonction Si est définie sur R.
2. La fonction Si est dérivable sur R, vérifiant
sin x
Si'(x) = —=.
i) = =2
3. Si(0) =0.
4. Si est une fonction impaire.
dt = —dy

Sion Pose y=—t,celanousdonne ¢ t=0=—y=0 ,
I=—XxX=—=y=xXx
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alors

5. L’intégrale de Dirichlet est définie par :

+o0 o7 t
Si(+oo):/0 %dt, @.1)

6. Le développement de Si en série entiere sur R est donné par 1’expression

VxeR: Si(x)= —1)" . 4.2
(x) nzb( ) (2n+1)!(2n+1) *42)
4.2 Cosinus intégrale
Définition 4.2.1. La fonction Cosinus intégrale notée ” Ci ” définie sur |0, o[ par
Ci:0,4] — R
oo t
x — Ci(x)= —/ L.
X t
4.2.1 Propriétés de Ci
1. La fonction Ci est définie sur |0, +-oo].
2. Ci est dérivable sur ]0, 4o, vérifiant Ci’(x) = <%=,
3. lim Ci(x)=0.
X—>+oo
4. lim Ci(x) = —eco.
x—0t
5. Le développement de Ci en série entiére sur |0, +oo[ est donné par I’expression
0.+l Cily y (-1
Vx €]0,4[: Ci(x) =7Y+Inx+ 1) (4.3)
n; (2n)!(2n)

Ou vy est la constante d” Euler .
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Proposition 4.2.1. Les primitives de ” Si ” et ” Ci ” sont de la forme

/Si(x)dx =xSi(x)+cos(x)+¢c, ceR

/Ci(x)dx = xCi(x) —sin(x) +¢, c€R.

( Intégration par parties. )

4.3 Exponentielle intégrale

Définition 4.3.1. La fonction Exponentielle intégrale notée ” Ei ” définie sur R* par
Ei:R* — R

X e[
X — Ei(x):/?dt.

4.3.1 Propriétés de Ei

1. La fonction Ei est continue sur | — o0, 0| et |0, +oo].

X
2. Eiest dérivable sur | —o0,0[ et |0, 4-oo[, vérifiant Ei’(x) = e;.
3. lim Ei(x) =0.

X—>—o0

4. Le développement de Ei en série entiere sur |0, +oo[ est donné par 1’expression

Vx €]0,+oo[:  Ei(—x) =y+Inx— Y (—=1)"" ——. (4.4)
Ol L0 G
Ouy est la constante d’ Euler .
5. La primitive de ” Ei "est de la forme
/Ei(x)dx=in(x)—ex+c, ceR
4.4 Intégrale de Dirichlet
+oo o3 t
/O %dt . g 4.5)

Preuve Pour prouver I’intégrale de Dirichlet, on va résoudre I’exercice suivant :
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Exercice 4.4.1. .
Soit H une fonction dérivable sur R définie par :

Teosint
pour tout x>0, H(x)= / T.e_’”dt.
0

-1) Donner I’expression de H(0) et calculer H'(x).

1

o0
-2) Par L.P.P mont >0: / sint)e Mdt = —.
) Par montrer que x > A (sint)e 5

-3) Montrer que ¥x € R* :  H(x) = ¢ —arctan x.
-4) Déterminer la constante c. (Utiliser la limite pour x — +o0.)
tesint @

-5) En déduire que / — =
0 t 2

. tesint
Solution On a pour toutx >0, H(x) = — e drt.
0

00 o1 t
-1) H(O) = / &dt.
. 0 t
Soit . .
H(x) = / f(x,t)dt, avec f(x,1) = Te*x’,
0
donc

o = [,

+o0 gi

:/ Sin? (—te_”) dt
0 t
—+oo

/ sinte *'dt.
0

—+oo
-2) Posons J(x) = / (sint)e *'dt eton integre par parties,
0

u'(t) =sint . u(t) = —cost
(i {

v( = e V() =—xe ™,
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on obtient N
J(x) = [—cost.e‘”}gw—x/o (cost)e *dt

—+oo
= 1—x/ (cost)e dt
0

~+oo
=1—xI, ou I:/ (cost)e *dt,
0

une deuxieme fois, on applique I.P.P

a'(t) =cost a(t) =sint
{b(t) g :>{ b'(1) :S—xe—xf,

on déduit que

. oo Foo .
I = [sinr.e™] +x/ (sint)e *dt
0

~+o0
= 0+x/ (sint)e *'dt
0

=xJ(x).

On conclut que pour tout x > 0

1 teo 1
le—x(x](x)):>J(x):1+x2:>/O (sint)e xdt:1+x2.
1
-3) OnaVxeR": H'(x)=-J(x)= T
d’ou .
H(x) =— d
(x) / 1+x2 o
= —arctanx - c.
-4) On calcule la limite pour x — 4o,
lim H(x)= lim —arctanx+c¢ = c¢— lim arctanx=0
X—> o0 X—> o0 X—>+oo

4
o
|
B
I
o
4
o
I
SE

-5) Par conséquence, on a

Y/
VxeR": H(x)= 5~ arctanx,
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donc pour x = 0 on obtient
T T
H(0) = 5~ arctan0 = H(0) = >
ce ci nous donne notre résultat ” I’intégrale de Dirichlet ” :

teegin ¢ T
/ LYY
0 t 2

Nous donnons maintenant une autre version de I’exercice précédent.

Exercice 4.4.2. .
Soient F et G deux fonctions dérivables sur R définies par :
oo 1 A
Flx) = / ot I 4.6)
0 t
X Q1 t
G(x) = / % dr. 4.7)
0

-1) Calculer F(0) et G(0).

-2) Déterminer la fonction g telle que : Vx € R,  G'(x) = g(x).
—+oo
-3) Vérifier queVx e R, F'(x) = / e " cos(xt)dt.
0

+oo 1
-4) Par I.P.P montrer que Vx € R : / e cos(xt)dt = —,
0 1+x
et en déduire ’expression de F (x).
-5) Par I.P.P sur (4.6) montrer que
~+o0
Flx) = / ¢~ G(xt) dr. 4.8)
0

. oo tesint 7w

-6) Par le calcul de limite sur (4.8) pour x — oo, en déduire que / & = 5
0
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Chapitre 5

Les polynomes orthogonaux

5.1 Introduction

Exercice 5.1.1. Soientn,m €N, 6 € [0,27].

-1) Montrer que
2cosnB cosmb = cos(n+m)6 +cos(n—m)0.
T

-2) Pour n = m calculer : / cosnB cosmOdo.
0

-3) Montrer que pour tout n#m:
T
/ cosnBcosmOBdO =0
0

On pose x = cos 0 et T,,(x) = cosn6.

-4) Calculer Ty(x), Ti(x).

-1

1
-5) En déduire que pour tout n #m : / T (x) T (x) (\/ 1 —x2>
-1
-6) En déduire de ’expression (5.1) que,
Vn e N: Ty (x) =2xT(x) — T—1 (x).

Solution.
-1) pour tout n,m € Net 6 € [0,27], on a

cos(n+m)® = cosnBcosmb —sinn6 sinmO
cos(n—m)B = cosnBcosm0 +sinn6sinm0,
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d’ou par addition membre a membre , on obtient notre résultat.
-2) Pourn=m

T T
/ cosnBcosmbdo :/ cos?(n0)de
0 0

B /” 1 +cos(2n6)
0

do
2 )

V3
sin=0, alors / cosnBcosmOdO =,

sin##0,on dédl?i’[ que
/”cosnecosmede _1 [6 + Lsin(2n@)} ' _T
0 2 2n o 2
On conclut que
/Oncosnecosmede =xn, sin=0

(5.3)
T T
/ cosnBcosmOdO = 5 sin#0.
0
-3) Pourn #m
T 1 T
/ cosnBcosmBdO = E/ (cos(n+m)0 +cos(n—m)0) do
0 0
1 [sin(n—f—m)@ N sin(n—m)0 1" _o.
2 n+m n—m 0
-4) Posons x = cos 6 et T,,(x) = cosn6, on obtient
To(x) = 1 (5.4)
Ti(x) =cos@ = Ti(x) =x (5.5)

-5) pour tout n # m, vue que x = cos 0 et T,,(x) = cosn6, on résulte

dx=—sin0d0 = —v1—cos20d0 =—vV1—x2d6
0=0=x=1
0 =1 —>x——1,

alors

T —1 dx
cosnb cosmbOdo :/ T,(x) T (X)) ———
J, cosnecosm | ) ==

_ /1 T (X) T () (\/1 —x2>l dx
-1
4
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d’apres (5.2), on a

1 ~1
pour tout 7 # m : / T (x) T (x) (\/ 1 —x2> dx=0 (5.6)
~1
-6) Utilisons I’expression (5.1) pour m = 1, cela nous donne
2cosnBcos@ =cos(n+1)0+cos(n—1)0 < 2xT,(x) = T41(x) + T—1 (x)

& Ty (x) =2xT,(x) + T—1 (x),

par consequent, on a
VneN: T,11(x) = 2xT,(x) — T, (x). (5.7)

Grace a cette relation de récurrence (5.7), on déduit que 7;,(x) est un polynome de degré n.

5.2 Généralités et définitions

5.2.1 Fonction de poids
soit [a,b] un intervalle ( designe par I qui peut étre fini ou infini).

Définition 5.2.1. on appelle fonction de poids w sur I toute fonction strictement positive et
integrable sur cet intervalle 1.

5.2.2 Produit scalaire
Soient f et g deux fonctions intégrables sur /.

Définition 5.2.2. Le produit scalaire de f par g par rapport a la fonction de poids w, noté
< f,g > est le nombre [ f(x)g(x)w(x)dx, et on écrit
1

< f.g>= /f(x)g(x)w(x)dx < oo, (5.8)
1

Propriétes 5.2.1. Soient f et g deux fonctions intégrables sur I et w une fonction de poids .

1. Si< f,g>= [ f(x)g(x)w(x)dx = 0, alors on dit que f et g sont orthogonales.
1

2. Si f =g, alors de la relation (5.8) on obtient le carré de la norme de f

1P =<fif>= [ Lepw@ds <o 59
I
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5.2.3 Polynomes orthogonaux

Soient Py(x), Pi(x),..., P,(x) des polyndmes (P;(x)est de degré k) et w une fonction de
poids.

Définition 5.2.3. On appelle polynémes orthogonaux sur I relativement a la fonction de
poids w, toute suite de polynomes Py(x), Py (x),..., P,(x) vérifiant

< P,B>= /Pn(x)Pk(x)w(x)dx =0 sin#k. (5.10)
1

Remarque 5.2.1. On déduit que

P> =< Py, Py >= /Pnz(x)w(x)dx. (5.11)
1

Théoreme 5.2.1. Tout systeme {po,pi,...,pn} de polyndmes dans lequel p, est de degré
exactement égal a n, est linéairement indépendant.

De plus, tout polynome de degré inférieur ou égal a n, peut s’écrire de maniere unique,
comme combinaison linéaire de polynomes (Py)en.

P,(x) = ZaiPi(x) = appo(x) +a1p1(x) + ... +appn(x). (5.12)
i=0

Théoreme 5.2.2. Le polynéme p, est orthogonal a tout polynéme de degré inférieur.

5.3 Formules et Propriétés

5.3.1 Formule de récurrence

Toute série de polyndmes orthogonaux peut étre obtenue a I’aide d’une relation de récurrence,
en particulier lorsqu’on veut effectuer des calculs numériques. Le Théoreme suivant, nous
permet d’obtenir une suite de polyndmes orthogonaux a partir d’une relation de récurrence (
on donne les deux polydmes unitaires pg , p1 ) .

Théoreme 5.3.1. Soit (P,),~ une suite de polynéomes orthogonaux. Alors il existe une re-
lation de récurrence selon laquelle nous pouvons calculer P, en fonction de P, et P,_»,
donnée par la formule

Py(x) = Ay [(x—Ap) Pi—1(x) = Bu Pi—1(x)], n>2, (5.13)

et
Po(x) =1 5 Pl(x) :x—ﬂ,l. (514)
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An, B et A, sont des constantes vérifiant

<xP-1,B-1> P, 1|2
Ay = X HnPI an Lz B, = ”Pn 1”2 , Ay le coefficient directeur de P,. (5.15)
n—1 n—2
Exemple 5.3.1. .
Soient I = [—1,1], w(x) =1, Py(x) =1etA, = 1.3.5..;1(!2,1_1).
On calcul 2

1
_<ﬂh%>_[xm 0

A = =l —~—9
P2 1 2
1P / Ldx
-1

alors
Pi(x)=x—A1 = x.
On détermine maintenant le polynéme P;(x), d’apres la relation de récurrence on a

3

PZ()C) :7A2 [(x_lz) Pl(-x)_ﬁ2P()(X)], Az:i

1
3
_ <xP,P > /1x dx_

0
A = = ==-=0
AR T, 17
/xdx 3
—1
et
[
x“dx 2
PR T A O
Pyl|? 1 2 3
U
-1
on obtient

3 2 2

Le deuxieme Théoreme si dessous sur la relation de récurrence est une version plus
générale sans condition sur Py et Pj.

Pr(x) = % [(x—()) Py(x) — lPo(x)l 3o Ll

Théoréme 5.3.2. Soit (P,),~ une suite de polynémes orthogonaux. Alors il existe une re-
lation de récurrence selon laquelle nous pouvons calculer P, en fonction de P, et P,_1,
donnée par la formule

Pii1(x) = (Ax+B) Py(x)+CP,—1(x), n>1. (5.16)
ou A, B C sont des constantes vérifiant
_cd(Puy1) _A<xP,,,Pn > CA <xPy,, P,_1 >
B Cd(Pn) T <Pn7Pn> T <Pn—1;Pn—l>.

cd(P,) désigne le coefficient directeur de P,.
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Remarque 5.3.1. Pour les polynomes orthogonaux classiques, la relation de récurrence est
un outil pour déterminer tout polynome P, | en fonction des deux polynomes précédant P,
et B,_1.

5.3.2 Formule de Rodriguez

soit w une fonction de poids sur un intervalle /.
Toute suite (P,),~, de polyndmes orthogonaux, vérifie la formule de Rodriguez

1 d" w(x).X]

Pn — )
(x) Cow(x) T dan

(5.17)

ou X est un polyndme en x de degré k et C, est une constante.
Remarque 5.3.2. Pour les polynomes orthogonaux classiques, la formule de Rodriguez est

un outil pour déterminer tout polynome de degré n en fonction d’une dérivée d’ordre n.

5.3.3 Zéros des polynomes orthogonaux

Les deux Théoremes suivants, ont une grande importance dans la theorie des polyndmes
orthogonaux.

Théoréme 5.3.3. Le n'“™ polynéme d’une suite de polynomes orthogonaux, B, (n > 0)
admet n racines réelles distinctes, routes situées a ’intérieur du segment fondamental 1.

Théoreme 5.3.4. Soit (P,) une suite de polynomes orthogonaux. Alors les racines de P, se
trouvent strictement entre les racines de P, 1.

Exemple 5.3.2. soient Pi(x) = x et P>(x) = 2x*> — 1 les deux polynomes orthogonaux de
Tchebycheb, I =] —1,1].

Pi(x)=0=x=0

Py(x)=0= x| = \/jetxl \/>

5.4 Les polynomes orthogonaux classiques

Nous présentons maintenant des formules et des propriétés de quelques polyndmes or-
thogonaux classiques : Legendre, Laguerre, Hermite et de Tchebychev, ( Intervalle d’étude,
fonction poids, formule de récurrence, carré de la norme, formule de Rodriguez et 1I’équation
différentielle ).
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5.4.1 Les polynomes de Legendre : L, (x)
— Intervalle d’étude : [—1,1].

— Fonction poids : w(x) = 1.

— Formule de récurrence :

Ln+l (x) =

— Carré de la norme :

2n+1 1
Ly (x) —
nt1 (%) n+1

L,—1(x), n>1. (5.18)

1 2
L,IZZ/L2 dx = > 0. 5.1
Ll = [ Liwdx = 2=, n> (519
— Formule de Rodriguez :
1 d"[(x*—1)"]
L,(x) = TPl T , n>0. (5.20)
On déduit que
Lo(x) = 1, L1 (x) = X.
— D’équation différentielle
(1—x%)y" = 2xy' + n(n+1)y=0. (5.21)
5.4.2 Les polynomes de Laguerre : P, (x)
— Intervalle d’étude : |0, +oo|.
— Fonction poids : w(x) = e~
— Formule de récurrence :
2n+1—x n
— Carré de la norme :
2 o
IIP,||” = / Pi(x)e *dx =1, n>0. (5.23)
0
— Formule de Rodriguez :
ef  d"[x"e ™

On déduit que
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— D’équation différentielle

xy' = (1—=x)y +ny=0. (5.25)

5.4.3 Les polynomes de Hermite : H,(x)

Intervalle d’étude : | — oo, +oo|.

Fonction poids : w(x) = e

Formule de récurrence :

H,1(x) = 2xH,(x) — 2nH,_1(x), n>1. (5.26)

Carré de la norme :

—+oo
Ha % = /_ H2(x)edx = 2" nlV/T, n>0. (5.27)

Formule de Rodriguez :

d" [e_xz}
H,(x) = (—1)"" x S n=0. (5.28)
X
On déduit que
Ho(x) =1, Hj(x)=2x
— L’équation différentielle
y' —2xy' +2ny=0. (5.29)

5.4.4 Les polynomes de Tchebychev (premiere espece) : T, (x)

Intervalle d’étude : | — 1,+1].

1
\/1—x2.

Fonction poids : w(x) =

Formule de récurrence :

Tpi1(x) = 2xTy(x) — Ty (x), n>1. (5.30)

Carré de la norme :

2 +1 ) 1
P = [ Tt =

53
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— Formule de Rodriguez :

e

T,(x) = , n>0. 5.32
"0 = e ) dxr = (5-32)
On déduit que
To(x)=1, Ti(x)=nx.
— D’équation différentielle
(1—x)y"—xy +n*y=0. (5.33)
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Chapitre 6

Les fonctions de Bessel

Les fonctions de Bessel (on les appelles des fois fonctions de cylindre) sont des fonc-
tions spéciales parmi les plus courantes rencontrées en physique dans des domaines aussi
divers que les oscillations d’un pendule, les vibrations d’un tambour, la propagation de la
chaleur ou I’astronomie. Le plus souvent a partir d’'une équation différentielle ordinaire
ou d’une équation différentielle partielle, généralement la solution peut étre exprimée sous
forme d’une série entiere ou d’une intégrale.

6.1 Résolution de I’équation différentielle de Bessel

L’équation de Bessel dans sa forme standard est :

Pour tout réel x > 0, xzy" +xy + (x2 — pz)y =0, (6.1)

ol p est une constante ( pas nécessairement entiere ) appelée ordre de la fonction de Bessel y
qui est la solution de (6.1). La théorie des équations de Bessel peut €tre généralisée a x € R.
On peut reécrire 1’équation (6.1) sous la forme suivante

w1y pz .
Y+=y+(1-=)y=0 (6.2)
X X

Pour résoudre 1’équation (6.2), on cherche une solution y sous forme d’une série entiere
telle que :

+o0
J(x)=x"Y anx", (6.3)
n=0

dites séries entieres généralisées, ou s est un nombre a déterminer, il pourrait étre positif,
négatif ou méme rationnel.
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En dérivons la fonction J définie par 1’équation (6.3), on obtient

~+o0
J(x) = sx! Z apxt +x° Z na,x"~!
n=0

n>1

oo ,
= ) ax"+x° ) (i+1)ai1x
n=0 i>0

= J(x)+x Z (n+1ay1x",
n>0
d’ou s
J(x) = =J(x)+x* Z (n+1ap1x".
x n>0

Ensuite

s s
J'(x) = —;J(x)—{—)—CJ’(x)—I—sxs_lZ(n+1)an+1x”+
n>0

+x* Z n(n+1)a,1x" !

n>1

= —%J(x) +j—c {i](x) +x Y (n+ 1)an+1xn} +

n>0

sxs~ ! Z (n+Dap X" +x° Z n(n+1)a,1x"!
n=>0 n>0

2
s s .
= —;J(x) +;J(x) + x5! ;)(n+ Day1x"+
n>

sxs 1 Z (n+ a1 X" +x°7! Z n(n+1)a,1x",
n>0 n>0

alors )
s s _
J'(x) = —;J(x) + ;J(x) +x! gb(n +1)(2s+n)ap1x".
n>
D’autre part, on peut écrire J(x) sous la forme

J(x)=x' Z apx" = x*7 ! Z:aixi+1 = ! Z an_1x",

n>0 i=0 n>1

par conséquent
J(x)=x"1 Z an—1x".

n>1
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On note par Lhs le coté gauche de 1’équation de Bessel (6.2), alors en utilisant (6.4), (6.5) et
(6.6),0n a

1 2
Lhs =y"+ -y + (1—”—2) y
X X

N S2
= <—;J(x) + /W) + 7Y (n+ 1)(25+”)an+1xn>

n>0

s 2
+i ()_CJ(X) +x Z (n+ 1)an+1xn> + (1 — %) J(x)

n>0

2
= I+ 5@ 5 L (14 1) (25 +n)ap”
n>0

2
+=J(x) +x! Zb(n—i— Dap1x" + (1 - i)—2> J(x)
nz

2
— () + (1 - p_z) J)+x 7Y (1) 25+ n+ g x”

X n>0

2_ .2

S J——

= (1+ xzp )J(x)%—xs_1 Y (n+1)2s+n+1ay1x".
n>0

Prenons s> — p? = 0 ( dite équation d’indice ), on obtient s = +p,
et par conséquent pour s = p pour p >0

1 2
Y+ ;y’+ (1 - 1;_2) y=J@x)+x"1 Y (n+1)(2p +n+ Dap1x",
n>0
Il s’en suit que (6.2) est équivalente a

an-1+(n+1)2p+n+1)ay; 1 =0 eta;=0

ce qui fait
ay=0eta,+(n+2)2p+n+2)a,;2=0 pourn >0,

donc a1 =0et

ar, + (2k+2) (2p+2k—|—2)a2k+2 =0 pourk>0,
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on déduit que ag # 0 et

axg
— k>0
2 T ok ) (2p 2k 2) POMTEET
cela nous donne a
2k pour k > 0. (6.7)

a =—
TR0 1) (p+k+1)
En utilisant la relation de récurrence de la fonction I', on a pour tout p > 0eti >0

Cip+i+1)=(p+)T(p+i),
d’aprés (6.7) on obtient :

4 - W allp+l)
PTO2(p+1) 2T(p+2)
0 - ar B apl'(p+1) _al'(p+1)
YT B2 25(p+2)l(p+2)  212°T(p+3)
G = ag . aol'(p+1) . apl'(p+1)
O T 223(p+3) 223(p+3)212°T(p+3)  3126T(p+4)
b = al'(p+1)
S T 428T(p+5)’

et ainsi de suite, donc d’aprés (6.3), La solution est :

—+oo
J(x) =xP Z apx"
n=0

Ly Lt 5 al(ptl) 4 al(p+l) 6,
2T(p+2)" ' 22°T(p+3)"  312°T(p+4)

1 x? x* X0
=aol'(p+1)xP — + -
0 T(p+1) 22T(p+2)  212%T(p+3) 312°T(p+4)

. X\ P .
en écrivant xP = 2P <§> , on obtient

xX\P 1 x? x* X0
J(x) =al(p+1)27 (E) {F(p—f— ) 2T(p+2) 22T (p+3) 32°T(p+4) }

N x\4 x\6
= aol'(p+1)2” (%)p F(p1+ - F(<p22 2" 2!F((3a>+ 3) 3’F( é)+ 4)
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On conclut que

X —1)k X
J(x) = apl(p+1)2” (Q”&% (5>2k.

Posons ap = W, on obtient une fonction speciale notée J,(x) définie par
X\ 7 (—1)k X\ 2
= (2) ¥ o EO () 6
p¥) 2 kg;)k!l“(kerJrl) 2
Pour le cas s = —p , il suffit de remplacer p par —p dans (6.8) que 1’on notera J_, (x)
X\ P (—1)k X\ 2k
= (5) T Uy 69
p¥) 2 kg;)k!l“(k—erl) 2

6.1.1 Les fonctions de Bessel de premiere espece

Définition 6.1.1. On définit les fonctions de Bessel de premiére espéce pour x >0 et p € R
par:

B (—1)k x\ 2%+p
Jp(x>_,§)k!l“(k—|—p—|—l) (2) ’ (6.10)
t
e J <x>=2i(f)2k_p (6.11)
P S\ kT(k—p+1) \2 ' '

J) et J_, sont deux solutions particulieres de I’équation de Bessel (6.1).

Exercice 6.1.1. Montrer que
J_1(x) = =J1(x). (6.12)

Preuve : Par définition , on a

(_1)k X\ 2k+1 (_1)k X\ 2k—1
Jl(x)zkg)kzr(ku) (5) et J) . (‘) ’
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on pose kK = s — 1, et on obtient

B (=K fxy\2k+1
() _k;ok!r(kH) <§)

]

1)1 Y\ 25—
B (s—(l)!ll)"(s-i-l) (§>2 |

s>1

Q‘EE%%QGYH

Lo () e

6.1.2 Les fonctions de Neumann et de Hankel

Proposition 6.1.1. On définit la fonction de Neumann pour x > 0 et p réel positif non entier
par:

Ny () = Yo(x) = Jp(x) cospx — J_,(x)

- , (6.13)
sinpx

Soit n est un entier naturel. Alors, pour x > 0, la limite lim Y}, (x) existe. On la note Y,,(x). De
p—n
plus, Y, est une solution particuliere de I’équation de Bessel. On dit que c’est une fonction

de Bessel de seconde espéce. Elle verifie les proprietes suivantes :

Y,(x) = lim Jp(x) cospx — J_p(x)
p—n sinpx

Vo) = (1) a(x), Tm,(x) = 4o

. x>0, (6.14)

Proposition 6.1.2. On définit Fonctions de Hankel ou fonctions de Bessel de troisieme
espece pour x > 0 et p réel positif non entier par :

HY(x) = J,(x) + iYy(x), (6.15)
et

HY (x) = J,(x) — i¥,(x). (6.16)
6.2 Formules et Propriétés

Soit les fonctions de Bessel J), définis par I’expression (6.10). On démontrera certaines
de ces propriétés en TD.
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6.2.1 Relations de récurrence

Les fonctions de Bessel vérifient les Formules de récurrence suivantes :

Théoreme 6.2.1. Pour tout réel positif p et pour tout x >0, on a

XJIIa(x) =pJp(x) = xJpi1(x),

et
xJy(x) = =pJp(x) + xJp 1(x).

Par conséquent

Iy = 5 (1)~ Jpia (),

Jp(x) = % (Jp-1(x)+ Jp11(x))

et
J(')(x) = — J1 (x)
Preuve de I’expression (6.17) : Suivant 1’égalité (6.10) , on a

_ (—1)k X\ 2k+p
W= orer, )

posons k = s — 1, on conclut que

1)k x>2k+p+1

J —
pr1 () k;)k'l“ k—l—p+2) (5

s—1 X\ 254p—

_s; s—1 'Fl)k+s+1) (5)2 |
(_ )S x\ 2s+p

T (%)s; (s—l)!F(z—l—s—i—l) (E)

B (—1)%2s X\ 25+p
Xpa(x) = _s; (5 !sD(ktst1) <§>

B (—1)*2s x\ 25+p
__g(’)(s—l)!sr(k+s+l)<§> ’

d’ol
o . (1725 [x\ 2540
xp+l(x)__zs!f‘(k+s+1)<§> '

s>0
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Dérivant les deux cotes de 1’égalité (6.10), on obtient
> 2k+p—1

/ (=1)* 1 rx
Jp(x) _kg(,kl"(kJr +1)(2k+p)§<2

Y

x) 2k+]7

(—=DF
_ (1>,§()Wlm(%+p) (5

en vertu des égalités (6.10) et (6.22), on déduit que

/ _ (—1)* x\ 2k+p (—1)k 2k X\ 2k+p
xJp() _p<k§6k!r(k+p+l) (E) >+<Zk!F(k+p+1) (E) )

k>0

=pJp(x) = xJp1(x).
Preuve de I’expression (6.18) : On a
(= 1) (x>2k+1?
L) =Y ———— (= :
p() kgbk!l“(kerJrl) 2

alors

_ (=DF  /x
- &) kKT(k+p) (

2
2 (D" (k+p)  /x\2%tr
§>,§Ok ! (k+p)T(k+p) (5)

RY: .
D E i ()

k>0

)Zk-l-p—l

(=D*2(k+p) (x\2+r
5o kT(k+p+1) <§)

k2k 2%k+p (—1)k N\ 2k+p
=) W os T () 2 ) 5 <_> '
k>0ka+p+1) 2 S kT (k+p+1) \2

D’aprés les égalités (6.10), (6.22) et (6.17), on arrive a
xJpor(x) = —xdpar(x) +2pJp(x)
= (xJp(x) = pJp(x)) + 2pJp(x),
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d’ou
le/,(x) =—pJp(x) + xJp—1(x).

Preuve de I’expression (6.21) : En appliquant les égalités (6.12) et (6.19) pour p = 0, on

obtient 1
Jox) =35 (1) = Ni(x))
_ % (=1 (x) = h(x) = = (x)

Corollaire 6.2.1. Pour tout réel positif p et pour tout x > 0, on a

d
X Tyt () = o [, (3],
P () = ——— [x7PIp ()]
Par conséquent

d

x P I (x) = (—=1)" <—> [ x?J,(x)], pourn € N.

xdx

Preuve :e [’expression (6.23)
En vertu de 1égalité (6.18) on trouve

Xy 1 (0) = pIplx) + 7 (0),

en multipliant par x?~!, on obtient :

X Iy 1 () = pa? 1 Ty (x) +27 T)(x) = % [T, (%)].

e I’expression (6.24)
En vertu de 1égalité (6.17) on obtient

Xy (6) = pIp(x) — 2 ().
en multipliant par x ?~2, on a:
P () = pr 2,0~ P ()

—px PN, (x) +xP T (x)

X

= _)% [xipjp(x)} :
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e [’expression (6.25)
En appliquant le raisonnement par récurrence, en supposant que

X pin(x) = (1) (i) [P Ip(x)].

xdx

on montre que

d

fpfnfl‘] —(—1 n+1
X pnt1(x) = (=1) (xdx

n+1
) [xip-]m—l(x)] :

En utilisant (6.24), on déduit que

x—p—n—l Jp-HH-l(x) :x—a—lja+1(x), pour & = p +n,

Remarque 6.2.1.

(Ec> :(xdx)o<xdx>°"-°<m>v n fos. (6.26)

6.2.2 Forme intégrale

L’expressions intégrales des fonctions de Bessel J, sont sous les formes suivantes

Théoreme 6.2.2. Pour tout réel positif p et pour tout x > 0, on a

Jp(x) <x>P

]

/cos (xcos 6)(sin 9)2”d9 (6.27)
0

\/_Fp—i—
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et
1

/cos )p Zd/,t (6.28)
0

JIp

w=2(3)" ¢_Fp+_

Preuve : Pour montrer 1’égalité (6.28), on va appliquer les formules (2.11), (2.13) et
(2.19) suivantes, Vx,y €]0,+oo] :

Bley) = [t

_T®re)
B(x7y) - F(x~|—y)
(2x) = 23; I'(x)r (x+ > , Formule de duplication

k>0 (

En utilisant le changement de variable
£ =pu=r1=p’etdr =2udy,

on obtient

Bley) = [t

1
=2 [ Wy,
0

d’ou
F(X)F(y)) — 2/01 ‘u2x71(1 —‘le)yild‘u

1 2 L _
Tx+y) F(x)F(y)/o Ry,

soit k € N et p un réel positif, prenons x = k + % ety=p-+ % dans 1’égalité précédente , on
résulte que

1 2 /1 2%k 2np—4L
= 1—us)P2du.
L(k+p+1) T(k+3)I(p+3)Jo wEA =) du
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Pour tout x > 0, on a

_y U (5"

_kzo KT(k+p+1)

D) () 2

S Tk+1)  Tk+HT(p+

G G

T(p+1) S Tk+ 1D)T(k+ 1) Jo

Jp(x)

1 1
i /u2k(1—u2>”‘2du
3) /0

_1
(1—p?)P2du.

Par conséquent

xX\P
2 = | — 1) (x 2k
Jp(x) (4)1)/01(1—,&)1’2 (Z (1) (xp) : >d/.t. (6.29)

L(p+53 =0 22k T(k+1)I'(k+3)

D’autre part, en utilisant la formule de duplication de la fonction I" pour x = k+ %, on conclut

que
2k

1
Tk )T+ 1)

T(2k+1) = 5

T(k+

ce qui donne
1
VT (2k)! =22 T(k + ST(k+1),

et en vertu de (6.29), on déduit que

2(3) p u)
n =g (8 S )
2(5)

Ly
varp b H

X\P
2(5 1
- % [ costun)(1 -2y Ha
2

En ce qui concerne 1’égalité (6.27), vu que

B —
VRS
0
[S—
TN ——
[(\V)' =~
}_/3?
=
e
N
N~
U
=

k>0

1 1
2 [ cos(ou) (1= u2)" 2y = [ cos(ou)(1- )7 Hdp,
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et par le changement
cosO = U = du=—sin6do,

on obtient

1 1
2 [ cos(aun) (1 w27 ddp = [ coslon)(1 - )ty
0 -1

0
:—/ cos(xcos0)(sin0)*~!sin6d6

T
T
:/ cos(xcos 0)(sin 0)* d6,
0
ce qui donne

2(3)
Ipx) =—=2 >/0 cos(xpt) (1 — )P~ 2dp

\/EF(p—i—%

= (%C—)p/ﬂcos(xcos 6)(sin6)*’ d
Var(p+3) Jo '

6.2.3 Les fonctions de Bessel d’indice entier

Définition 6.2.1. Soit n un entier. La série

B (=K yx\nt2k

est la solution de ’équation différentielle de Bessel
Xy (x)+xy' (x)+ (* —n?)y(x) =0, xeR. (6.31)

La fonction J,, est appelée fonction de Bessel de premiére espéce d’ordre n.

6.2.4 Les fonctions de Bessel d’indice demi-entier

1
Proposition 6.2.1. Soit x > 0, les fonctions de Bessel d’ordre p = n+ > n entier naturel,

sont définis par les expressions suivantes :

2
Ji(x) = 4/ ——sinux, (6.32)
2 X
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2
J_%(x) = \/Ecos X, (6.33)

(x). (6.34)

Jopt(6) = \/g(—x)” ()%) (?) (6.35)

Preuve :e Pour montrer 1’égalité (6.32), on est besoin des formules du développements
en série entiére de sin x , cos x et quelques propriétés de la fonction I'.

et

et plus généralement

sin x = Z (_—l)kx2k+l Ccos x = Z (=1)* x 2k, (6.36)
=6 (2k+1)! ’ =0 (2k)!

(2k+1)! =[(2k+1)(2k—1)...3.1][(2k)(2k —2)...4.2]
=[(2k+1)(2k—1)..3.1] [2¥(k) (k — 1)...2.1]

=[(2k+1)(2k—1)...3.1] 2K k!,

donc
L(k+3) =(k+3HTk+1) = (k+1)(k—HIk-1)

= (k3= 3)-B)E)G)

:W[(2k+l)(2k—l)...3.l]ﬁ:2k1+1 [(21;;!1)!} .
d,Oﬁ 3 2k+1)!

ft3)= % 6.37)
Soit o .
0= argr i )

en vertu de (6.36) et (6.37) on déduit que
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(=K x\2k+3
Lx) =Y —2 (=
1) kg;)k!r(lw%) <2>
2\ 7 (—1)F 22 k1 /2641
B (Z) ,gok! (2k+1)!ﬁ<§>
1 zz (—l)k 22k+1 <E>2k+l
P\ x & k1) \2
_ ]2 (—DF o
- x,§6(2k+1)!x

/2 .
=4/—sinx.
X

e De la méme maniere, on peut prouver 1’égalité (6.33).
e Pour prouver I’égalité (6.35), on applique la relation de récurrence (6.25) pour p = %, alors

S (%) = (1) (L)n[x—éj )

xdx
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Chapitre 7

Les fonctions hypergéométriques

7.1 fonctions hypergéométriques de Gauss

7.1.1 Symbole de Pochammer

Le symbole (a); est la notation de Pochammer, ot @ désigne un nombre quelconque (réel
ou complexe) et k un entier positif, il est défini par I’expression suivante :

{(a)k =a(a+1)(a+2)...(a+k—1), keN*
(7.1)

(a)() =1.

Exemple 7.1.1.

(@) =a (a) =ala+1)
(a); =ala+1)(a+2) ((0)x =0,
Remarque 7.1.1.
(1) =1x2x3x..xk=k!. (7.2)
(@)i+1 = (a+k)(a)k- (7.3)
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Proposition 7.1.1. Soit (a+k),a e R—{0,—1,-2,-3,...}, ona
Ila+k) =(a+k—1)'(a+k—1)

=(at+k—1)(a+k—-2)['(a+k—2)
=(a+k—1)(a+k—2)...(a+ D (a+1)

=(at+k—1)(a+k—2)...(a+1)al'(a)

F(a+k) = (a — a — a a
) =(a+k—1)(a+k—2)...(a+1)
d’on
Ila+k)
F(Cl) - (Cl)k. (74)

7.1.2 fonctions hypergéométriques de Gauss

Soient a,b,c des parametres et x une variable, ces quatre quantités peuvent prendre des
valeurs complexes, on doit seulement exclure pour ¢ les valeurs entieres négatives ( Z ™).
Gauss a donné le nom de la série hypergéométrique, a la série suivante

ab ala+1)b(b+1) , ala+1)(a+2)b(b+1)(b+2) 5

o e 12 clc+1)(ct+2)123
_ fa(a+1)...(a—|—k—1)b(b+1)...(b—|—k—1)xk
P (et Dolcthk—112.k
_ v (@ (B i
_kzb () k!~

Définition 7.1.1. la fonction hypergéométrique de Gauss est définie par

F(a,b,c,x) = Ji;:’ Mxk

75
L (o) i (7:5)

elle converge pour |x| < 1.
Exemple 7.1.2.
=3b  =3(=2)b(b+1) 5 =3(-2)(—1)b(b+1)(b+2) 4

0
c T T ern12 clc+1)(c+2)1.23 i

F(=3,b,c,x) =1+

—3b  6b(b+1) , —6b(b+1)(b+2) 5

=1 .
T T e 12t T et ey 123”
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F(=3,b,c,x) est un polynome d’ordre 3.

—2a  —2(—-1)a(a+1) ,
F(a,—2 =1 0
(a,—2,c,x) + . x+ ler1)i2 x"+

—2a  2a(a+1) ,

* c x+c(c—i—1)1.2x

F(a,—2,c,x) est un polynéme d’ordre 2.

Remarque 7.1.2. Si a ou b est un entier négatif (—n), n € N, alors F(a,b,c,x) est un po-
lynéme de degré n

Propriétes 7.1.1. .

1. La fonction F(a,b,c,x) est symétrique par rapport aux parametres a et b :

2. On consideére

~+oo
F(a,b,c,x) =F(x) = Z Mk(a,b,c)xk, telle que My = 1.
k=0

Le rapport entre deux termes successifs My et My est égale a

Mii(a,b,¢) - (@rrt (B)err - (¢)ik!
My(a,b,c) (41 (k+1)1 - (a)i (D)k
_ (a+k)(b+k)
~ (cHk)(k+1)’
par conséquent
(k+ )My (a,b,c) = 9FROER) o 6 (7.6)
k+1\4, Y, - (C+k) k\&,,C ). .
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Proposition 7.1.2. La premiére dérivée :

oo to0
F'(a,b,c,x) = Y kMi(a,b,c)x* " =Y (k4 1)Myy1(a,b,c) X,
k=1 k=0

d’on
(@ks1(D)iy1
(S)ry1 (k+1)!

_ala+1)(a+2)...(a+k)b(b+1)(b+2)...(b+k)
B clc+1)(c+2)...(c+k)k!

(k+ 1)Mk+1(a,b,()) = <k+1)

ab(a+1)(a+2)..(a+k)(b+1)(b+2)..(b+k)
(c+1)(c+2)...(c+k)k!

b
:a—Mk(a+1,b+1,c+1),
&

ce qui donne
b
F'(a,b,e,x) = 2F(a+1,b4+1,c+1,%). 1.7)
c

La deuxiéme dérivée :
% ab 3 _ab{ k
F"(a,b,c,x)=—Y kMp(a+1,b+1,c+1)x* "= =Y (k+1)Myy1(a+1,b+1,c+1),
¢ =1 ¢ (=0
d’oul

(a+ g1 (b+ )iy
(¢4 D1 (k+1)!

(k+DO)Mp(a+1,b+1,c+1) =(k+1)

(a+1)(a+2)...(a+k+1)(b+1)(b+2)...(b+k+1)
B (c+1)(c+2)..(c+k+1)k!

_ (a+1)(b+1) (a+2)..(a+k+1)(b+1)(b+2)...(b+k+1)

(c+1) (c+1)(c+2)..(c+k+1)k!

(@t 1) (b+1)

Mi(a+2,b+2,c+2),
) k( )

ce qui donne

ala+1)b(b+1)
c(c+1)

(a)2(b)2
(c)2

F'(a,b,c,x) = Fla+2,b+2,c+2,x) = Fla+2,b+2,c+2,x).

(7.8)

73



Univ - Tiaret . DZ Benaissa Bouharket

La nieme dérivée : Par recurrence , on peut montrer que

F(”)(a,b,c,x):%F(a%—n,bﬁ—n,c—l—n,x), neN. (7.9)

7.2 Résolution des équations différentielle
de Type hypergéométrique

La fonction hypergéométrique (7.5) est définie comme une solution de I’équation différentielle
de Gauss suivante :

x(1—-x)F"+(c—(a+b+1)x)F' —abF =0 (7.10)

Preuve : Soit

o (@i (b 4
F(a,b,c,x) =) —————x",
( ) k;) ()i k!
on pose
—+oo
F(x) =Y Mi(a,b,c)x,
k=0

la premiere dérivée de F' nous donne
—+oo
F'(x) =Y kM(a,b,c)x*",
k=1

ce qui donne

—+oo
xF(x) =Y, kMi(a,b,c)x*
k=1

~+oo
= Z kMi(a,b,c)xk,
k=0

d’ou

~+oo
xF'(x) = ZkMk(a,b,c)xk. (7.11)
k=1
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En vertu de (7.6) on deduit que

~+oo
F'(x) :ZkMk(a,b,c)xk !
k=1

= f(k‘Fl)MHl(d,bac)xk
k=0
_ Z(a+k)(b+k) bV
TR S (Ol CE RO PP
F(x)—k;o b My (a,b,c)x*. (7.12)

la deuxiéme dérivée de F nous donne

F'(x Zk — 1) My (a,b,c)x*72,

on déduit que

~+o0
XF"(x) =Y k(k— 1) My (a,b,c)x*
k=2
—+o0
=Y k(k—1)M(a,b,c)x*
k=0
donc
X F"(x Zk —1)M(a,b,c) x* (7.13)
k=0
d’autre part et en vertu de (7.6) on a
—+oo
xF'(x) =Y k(k— )My (a,b,c)x*!
k=2

~+oo
=Y k(k+1)Miy1(a,b,c)x*
k=0

k - M (a,b
Z C-l-k) k(av 7C)x )

d’ou
k)(b+k
xF"(x Zk a—|— )+ )Mk(a,b,c)xk. (7.14)
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Soit G le coté gauche de I’égalité (7.10), remplacant les expressions (7.11), (7.12), (7.13) et
(7.14) dans G, cela nous donne

—+oo
G= Z lkMk(a,b,c)xk

k=0
ou (@t Kbk (a+K)(b+k)
M _k——C;jT———kw—1y+o—7?15———{a+b+nk—ab
— (@t K (b+k) —k(k—1)— (at+b+Dk—ab = 0,
donc

x(1=x)F"(x)+(c—(a+b+1)x)F'(x) —abF(x) = G=0. Ce qui fallut le démontrer.

7.3 Représentation intégrale

Pour 0 < b < ¢, la fonction hypergéométrique de Gauss vérifie I’expression intégrale
suivante :

1
F(a,b,c,x) = c—b D) /t (c=b=1(1 —xt)~d1
0
(7.15)
1
/l‘b 1) (c—b— 1)(1 )_adl.
0

Preuve : On considére I’intégrale
1
1= /t(b_l)(l — )1 —xt) " ds,
0

ou |x| < 1.
La formulle binomielle : pour les réels a,,A et A £20,0n a

WAA-1)..(A—k+1 _
(= §F A= ) bk
k=0 '
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pour o = 1, 4 = —xt et A = —a, on résulte que

& —a(—a—1)...(—a—k+1)

(1—xt)™% = Z

k=0

il s’en suit que

=0

— f %x" B(k+b,c—b)dt
=0

- E G pnoneos

=re-n 3

d’aprés (7.4) ,on a
C(b+k) = (W (B), T(c+k) = (chI(c)
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on conclut que

_ v @k 4 (B)I(D)
=T(c-b) Y k!" & (c)ir(c)

_ Tle=)T(®) 5 (@b 4
[(c) p) (c)i k!

_ T(c-b)T(h)

o) F(a,b,c,x)

= B(c—b, b)F(a,b,c,x).

7.4 Représentation de quelques fonctions spéciales
On cite quelques représentations des fonctions speciales a I’aide des fonction hypergéométriques

de Gauss : .
S (a)k(b
F(a,b,c,x) = Z Mxk.
k=0 ()i k!
1. la série géométrique (de raison x). On obtient la série géométrique comme cas parti-
culier de la fonction hypergéométrique de Gauss :

F(1 _y e ¥ 7.16
( 7cﬂc7‘x)_2 k' _Z * ( M )
k=0 K k=0
2. La formulle binomielle
—+oo
F(a,b,b,x) = Z(“—?kxk:(l—x)“. (7.17)
= k!
3. Polynome de Legendre
1—
L,,(x):F(—n,n—i—l,l,Tx). (7.18)
4. Polynome de Tchebychev
11—
To(x) = F(—n,n, =, — ). (7.19)
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5. fonctions usuelles

Wk In(1-x)
F(1,1,2,x) _];) 2kl — .
v (Dk(1)
Fild2 :l;) (2§kk!k<_x)k = log(1 +x) (7.20)
F(%’ 17%7_)(2) _ T (%gl;(llc?k (_xz)k _ arc;anx'
k=0 (3)k
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